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　　　Synopsis：　Homotopy　theory　has　been　applied　to　the　problem　of　ring　defects
三nordered　media．　For　example，　to　the　classification　of　point　defects　in　3－dimcnsional
ordered　media，　the　homotopy　groupπ2（X）is　essentia1，　where　X　is　an　order　parameter
space．　For　ring　defects，　thc　groupτ2（X），　which　is　the．ho皿otopy　set　of　mappings
from　R3＼｛unknotted　ring｝to　X［1コ，　developed　in　Nakanishi　et　aL［3コ，　is　essentiaL
　　　In　this　note，　we　consider　a　higher　dimensional　v6rsion　ofτ2（X）and　apply　it
to　the　prblem　of　creation．annihilation　of　defects量n　ordered　media．
§1．　1皿tπoduction
　　　As　reviewcd　in［4コ，　we　shall　consider　ordercd　media　with　a　space　of　inner
freedom，・order　parameter　space　Y．　We　regard　order　parameter　configurations　as
continuous　mappings　from　a　suわset　of　R3（or，　R2　when　o取e　direct量on　can　be　neglcted
homotopically）into　Y．　The　subset，　on　which　the　mapping　is　not　defined，　is『on－
sidercd　as　defects．　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　For　point　defects，　the　homotopy　groupπ2（y）（π、（Y）fbr　R2　case）is．uscful．　For
the　classification　of　unknotted　ring　defects　in　R3，　the　groupτ2（Y），　dcveloped　in［3コ，
plays　the　essential　role．　In［3コ，τ2（y）is　expressed　as　the　semi－direct　product　ofπ1（y）
andπ，（Y），　and　the　group　multiplication　is　concretely　given．　The　generali『ed　result
f（）rhigher　dimensions　will　be　given　as　Proposition　l．　in　this　noteL（τ2（Y）co士responds
to　rc・n（y）for　r＝0，　n＝2．）Usingτ2（Y），　the　classification　of　the　unknotted　ring　defects
三sexecuted．
　　　In　this　note，　we　also　consider　the　time　development　of　the　ordered　media，　from
another　point　of　view，　the　method　of　discerning　creation－3nnihilation　of　defects　in
ordered　media．
　　　　If　we　takc　a　closed　surface　homeomorphic　to　S2＝｛x∈R3；Ixl＝1｝in　the　medium
and　measure　the　order　parameters　on　it，　then　we　have　a　mapping　from　S2　into　Y，
which　is　considered　to　be　continuous．（the　word“measure”must　be　undcrstood　as
“obtain　an　order　parameter　con／iguration　in　some　sense，”for．example，　we　set　a　boundary
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condition　on　a　surface　etc．）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　If　the　mapping／：S2→yis　essential（a　mapping　from　a　space　which　is　home－
morphic　to　a　sphere　Sk　into　Y　is　called　e∬ential　if　it　is　not　homotopic　to　any　constant
mappings，　or　equivalently　if　the　element　ofπ2（y）given　by　f　is　not　trivial），　then　we
can　conclude　that　there　must　ex三st　defects　in　the　med三um　encloscd　by　the　surface．　．
　　　　In　the　2－dimensional　case，π2（Y）plays　a　similar　role　to　theπ2（y）in　the　3－
dimensional　case，　hence　ifπ、（Y）＝1，　we　cannot　find　dcfects　by　the　method　above．
Howcver，　whenπ2（y）≠0，　considering　the　time　developement，　there　is　a　method　by
which　we　can　discern　defects　in　the　medium，　as　fbllows．
　　　We　take　a　disk　D2＝｛x∈R2；lxl≦1｝in、the　2・dimensional　medium　and　measure
the　order　parameters　on　it　at　time　t＝0．　At　time　O＜t＜l　we　measurc　the　order　para－
meters　only　on∂1）2．　Finally　at　t＝1，　we　measure　on　the　whole　1）2．　Thus　we　obtain
an　ordcr　parameter　configuration　f　on
　　　　　　　　　　　　1）2×OU∂1）2×1UD2×1，　1＝［0，1コ
which　is　homeomorphic　to　S2，　in　space－time．　If　thc　mapping　f　is　essential，　then　we
can　conclude　that　there　must　have　cxistcd　defects　at　some　time　t　with　O＜t＜1．
　　　In　this　note，　by　developing　the　above　consideration，　we　propose　a　mcthod，　by
Which　we　can　conclude　that　the　creation　and　annihilation　of　defects　must　have
occurred　at　some　time　in　the　ordercd　medium．　We　don，t　know　whether　it　is　feasible
or　not　to　do　an　experiment　of　finding　such　defects　by　the　method．　A　clever　device
may　bc　neCeSsary．
　　　In　order　to　treat　such　problems，　it　is　useful　to　consider　the　abhoniot’opy　grou疹s
rc・n（Y），　which　shall　be　explaincd　in§2．　The　groups　rcnr（Y）and　its　mairi　properties
are　given　or三ginaly　in［2コ・We　give　here　a　modern　hnd　simplificd　treatmeht，　using
the　fibre　space　argument．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
§2．　Abhomotopy　Gmups
　　　　For　t6pological　spaces　X⊃A　and　y⊃B，　we　denote　by　Map（X，　A；Y，　B）the　set
of　all　mappings（from　now　on，　all　mappings　are　assumed　to・be　continuo亡s）
　　　　　　　　　　　　f：（x，∠4）→（】1，B），
that　is，∫：X→Y　satisfying　f（の⊂B，　with　compact　open　topology．　We　also　denote
by［X，∠1；Y，　Bコthe　corresponding　hornotopy　set　（see．［5］fbr　topological　concepts　and
tcrms）．
　　　　Fr6m　now　on，　y　is　assumed　to　be　arcwise　connected，　and　we　fix　a　base　point
クo∈Y：
　，　］Let　O≦r＜n　be　integers　and　put　　　　　　　　　　　　”　　　　　　　　　　　　．　　、
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sn≡｛κ＝（Xi，…，Xn＋1）∈R・＋’；lxl＝1｝，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sr≡｛κ∈Sn；Xi＝O　f（）r　i＞r＋1｝，　　　　　　　　　　　　　　　．
where　ixl2…x21＋…＋κ2・＋1・
　　　We　consider　the　set［Sn，　S・；】Y，　20〕and　give　it　a　group　structure　a　f（）Ilows．（In
［3コ，τ2（Y，＊）is　defined　as　thc　homotopy　set　mappings∫：1×1－→｝～with／（u，0）＝
f（u，1），∫（0，zノ）＝f（1，　v）＝＊，1＝［0，1コ・Since
　　　　　　　　　　　　（1×〃～，0×1Ul×1）駕（32，S°），（u，0）～（u，1）
τ2（Y，＊）　is　a　spccial　case　fbr　n＝2　and　r＝0．）
　　　First，　f（）r　this　and　later　use，　we　havc
　　　Lemma　1．　L・t　K　b・α吻Plici・1・・mPle…dK。⊂K、　be　tω・∫伽・iple・θ5（）f　K　su・h
th・t　K。　i・a　d・f・rm・ti・…彦…‘げK，．　L・‘yう・・・…ωise・・・…’・d　sp…wi彦り・∈Y・
Thenωe　have’
　　　F・r　an2　f∈MaP（K，κ。　s　Y，ノ。），∫乃θ・θ傭彦げ∈〃ψ（K，　K・罵ツ・）such　th・t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア＝／rel　K。．
　　　F・・therm…，tf　f’ノ∈Map（K，K、∫Y，2。）歪・…ther・U・h・m・ppi・g，　th・t　i・・f”＝f・irel’　K・）．
伽ω・伽・　　　　　　　　　　　　　　　”∫¶・∫
　　　　　　　　　　　　　　　　　　／’＝f’　rel・K・・　　　　　　　　　　－tt，，，∴：．．・．！・・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　ロ　コ　の　　　　（P…f）L・・h・・K・→K，・・≦・≦1，b・・h・h・m…py　wi・h乃・－id・1・h・・K・→K6，一，．t－・・’㌻、．
。nd乃、1恥一id。。．　By　th・h・m・t・py・xt…i・・p・・perty・f　CW　p・i・，　w・hav・ah・m・－1．．．・』
topy　h‘：K→。K　with　h。＝idK　and　htlK、＝乃‘．　Then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　f’　・・f・h、：（K，K。）→（Y，ノ・）　　　　　”・
i、ad，、ired。n，．　．　　　　　　　　二、…’’　”
　　　Th，、ec6。d　h。lf。fth，1・mm・i・gi・・n　by　Th・・rem　2．1略r［2｝Q．　E．D．’
　　　Now，　with　y　andク。　fixed，　we　put　　　　　．．．　　　・・”「
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（．8，　A）≡Map（X，　A；｝～クo）…　　　’l
　　　We　denotc　by　C・＋andひ一the　subset　of　3・wi婁hκ1≧0’andκ≦O　respectivelヅ．
　　　F・・f、　・’・df，∈W（S・，Sτ），bYL・mm・・1痛磁±S・、　K、－S・UC・士and・K・－S・・w・
haveプγ∈ノ（Sn，　Sr　U　Cn⇒イa五d　f2ノ∈．ノ（Sn，　S・U　Cn＋）such　that
　　　　　　　　　　　　　－『”fi’＝癖・L’S・；i－1，2
　　　　Si・・rf・c・i・・id・・wi・hf・・n・Cn＋∩Cπ一・we　can　d・丘・・f3∈X（Sn・S「）by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　f31σn＋＝＝　and　fa　tcT’＿＝f2ノ・
　　　Then　wc　de丘ne［∫、］十［f2］＝［f3］in［Sn，　S「；｝～ノo］＝πo（ノ（Sn・S「））ゼ
　　　　This　definition　is　well　defined　and　gives　a　group　structurcρn［Sn，37；｝弓クo］．
The　group　is　denoted　byκ・n（Y，10）and　called（n，　r）－th　abhomotopl　group［2コ，（In〔2〕・
the　sub　and　super　indices　of　rcrn　are　exchanged・）　　　　　　　・　＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κγπ（y，ノ。）is　independent　ofク。（Coro．5．40f［2］），　hence　it　ls　sometlmes　wrltten
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as　rc「n（y）f（）r　simplicity．　rc「n（y）is　abelian　fbr　r＞0（Coro．5．30f［2］）．κ゜n（Y）is
considered　in〔1コandκ02（y）（written　asτ2（y））is　used　for　discussing　the　problem
of　ring　defects　in　ordered　media　in［3コ．　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　，
　　　　Now　we　put’1）r＋1＋＝｛x∈Sr＋1；κr＋2≧0｝，　so∂1）・＋1＋＝Sr．　Then　we　have
　　　　Lemma　2・　　We　haveαμ7α彦εoπ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　　　　　　　　　　P
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（Sn，　D「＋1＋）一→ノ（Sn，　Sr）一一〉．〃（1）r＋1＋，　Sr）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　　l→　　　fl　D「＋1＋
ωith　a　section　S；P。S＝id
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（Sn，　sつ←．ノ9（1）r＋1＋，　sつ．　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
　　　　（proof）　　Since　Sn×0∈1）「＋1＋×1is　a　retract　of　Sn×1，　whcre　1＝［0，1コ，　it　is　a
fibration．　　　　』　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　The　scction∫：ノ（Dr＋1＋，　Sr）→ノ（Sn，　Sr）玉s　given　by／1→」らρ，　whcre’ρ：Sn→D「＋玉＋
is　a　retraction・　Q．　E．　D．
　　　From　the　homotqpy　exact　sequence　of　the丘bration　of　Lemma　2　with　the　section，
noting　that　we　can　regardπo（ノ（Sn，　D・＋1＋））andπ。（ノ（1）r＋1￥，　Sr））asπn（Y，ノo）and
πr＋1（Y，クo）respectively，　we　have
　　　Lemma　3・We　have　an　exact　seguence　with　the　section∫＊，　P＊。∫＊＝id：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＊　　　　　　　　P＊
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0－〉元。（y）一→κ「。（y）一〉π。＋、（y）←－0　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　マ
　　　This　lcmma　gives　Theorem　lO．20f〔2コfor　r＞O　and　th6　higher　dimensional
version　of　the　Theorcm　of［3コ：
　　　Proposition　1。
（の　　　　　　κ゜n（y）21：・・T、（y）レ〈π。（y）．
　　　びω8zvrite　elements　of　rc°・（y）as（γの，（γノ，り’），…，ωhere　r，γ’∈π1（y）and　v，　v’∈π。（Y），
then　the　muttiPlication　rule　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（γ，レ）・（γ，，リノ）＝（γ●γノ，γノー1（ツ）→一レ’），
ω乃θ7θγ（リ）means彦乃θusualπ、一α‘tion　onπ。．
（ii）　　　　　　　　　　　　　κ「n（y）≧｛π7＋1（y）十πn（Y）if　r＞0．
　　§3．　Propped　Spheres．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　Lct　O≦r〈n　be　integers．　For　k＝・1，2，…，n十1，　we　put
　　　　　　　　　　　　1）k≡…｛x＝（x・，κ2，…，κn＋、）∈Rn＋1；国≦1　and　Xi＝O　for　i＞k｝，
then∂1ン＋1＝S「・We　also　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　・lln・7＋1≡Sn　U　I）r＋1，
and　call　it　a　propped　sphere（172・1　is　a　sphere　S2　with　a　prop　1）1）．　Fdr　example，π2・1
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　し
is　suitablc　to　our　problem，　because　it　is　homotopically　equivalent　to　R3＼｛unknotte　ring｝．
　　　　Applying　Lemma　l　with　K＝Un・・＋1，K、＝1）・＋1　and　Ko＝0，　thc　origin，　we　have
　　　Lemma　4．　L6‘∫：ππ・7＋1→y　and　Putッo「プ（0），伽5∫∈ノ（、Un・・＋1，0）．刀hen　th〃θ
exists　f’∈X（π”・γ＋1，D7＋1）ωi彦げイrel　O・びノソ’ξ∫・n・ther　su・h卿卿9，　then　f”・・f’
rel　1）7十1．
　　　　Thus　f（）r　a　given　mapPing／：lln・「＋1→y，　the　restriction　of／7　givcn　in　Lemma　4
to　Sn　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f’1Sn：（Sn，　S「＝∂Dr＋1）→（y，ノo），クo＝／（0）　　　　　　　’f’
determines　the　unique　element　Zi≡［プソlsn〕∈κ・n（｝ちクo）．　Now　we　have
　　　Lemma　5・　Lθげ：ππ・「＋1→y　and　Put　2。イ（0）．　C・nsider　the　6・rresp・nding　element
Xf＝［ノ◆、3・コ∈rc’n（Y，ツ。）妙lemma　4σ認伽exact　seguence
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＊　　　　　　　　　　P＊
’　　　　0→π・（Y，7。）→κ7・（Y，）。）→πr＋、（Y，ク。）→0．
qプL6η～η～α3・　Then　we乃ω6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら　　　　1）　1アf加5an　ex彦en5ion！：1）n＋1→Y，！Inn，　r・1「f，　then〃＝0．
　　　　2）　1ア∫加∫　an　extension　Dn＋へP→】r，ωhere　P　is　a／inite　subset（ゾInt　1）n＋1，　then
P＊（zノ）＝0，0r　eguivalen彦砂Xf∈lmi＊．
　　　　3）　P＊（Xf）≠0勿π7＋1（y～クo）びand　onζアむρ’乃6765彦7’i‘擁oπ（ガ／彦o　Dγ＋置UDγ＋1＋ft’　Sr＋1∫
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫ID…UD・・㌧：．D「＋’U・D「＋1＋→y
is　8∬〃2彦ial。
　　　　（proof）　　3）is　givcn　by　the　de丘nition　of　p　in　Lemma　2．2）is　dcrived　from　3），
sincc　in　that　case∫l　D7・・uD7・・、　三s　extendable　to　a　space　bounded　by　1）r＋1　U　D7＋1＋，
hence　not　essential．　Then　l）is　easily　proved．　Q．　E．D．　　　　　　　　’s
　　　　Remarking　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rn＋1＼5‘π一r1＝5π／3・＝πη・・＋1，
．we　have　the　fbllowing，　corresponding　to　Proposition　l　of［3］．
　　　　Proposition　2・　The　eten2ent（ゾ［Rn＋1＼Sn－r－1；y］have　natural　one－‘o－oη8　corresponden‘e
ωith　theα麗彦・m・rPhism　claSS　・f・「・（y，＊）妙．αηactionげπ、（y，＊）defined　as／b〃・ω5．
　　　　Writing　elements　of　rcrn（Y，＊）as（μ，・），ω厩μ∈π。＋1（y，＊）andレ∈π。（Y，＊）acc・rding
’oProPosition　1，　the　actionげγ∈π1（Y，＊）is　given砂　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（γ（μ），γ（リ））．
　　　　γ（μ）07γ（リ）means‘乃θusualπ、－ac彦ion　onπ，＋、　orπ。．
　　　　Proposition　l　and　2　enable　us　to　classify　the　order　parameter　configurations　With
aring　defect　in　R30r　a　surface　in　R，（crcation－anihilation　of　ring　defects），　knowing
the　homotopy　groups　of　thc　order　parameter　spacc　and　theπ、　action　on　them．
55
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　　　　　§4．Cteatib血・AimihilatiOn　of　Def㏄ts　in　Ordered　media．
　　　　　　As　explained　in§1，　if　an　order　parameter　configuration　on　a　surface　in　space。
　　　　　　，time（a　mapping　from　the　surface　into　y）is　essential，　then　we　can　conclude　that
　　・　．砦
∵沖e「em・・t　h・ve　exi・t・d・・m・d・fe…i・・h・m・di・m・1・・hissec・i・n　w・p・・p・・ea
バ継斌ethod，　by　which　we　can　conclude　that　there　must　have　existed　creation－ann三hilat三〇n
l；転ρ！・p・・…p・…d・fe・・一・・g　d・fe・・・…h・m・d・・m．
　　　　lA）　The　case　of　space・dimension　two．
　　　　　　We　set　an　x、κ20rthogonal　coordinates　and　consider　thc　rcgion
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D2＝｛X＝（X、，X、）；lxl≦1｝
　　　in　an　ordered　medium．
　　　　　　At　time　t＝0，　we　measμre　the　order　parameter　on　1）2　and　obtain　an　order　para－
　　　meter　configuration　1）2→｝㌃　At　times　O＜Kl，　we　measure∂D2　and　finally　at幽t；1
　　　we　measure　the　wholc　on　1）2，　as　in§1．　This　time，　We　further　measure　the　order
　　　parameter　on　1）1＝｛x∈1）2；κ2＝0｝at　t＝1／2．　Thus　we　havc　an　order　parameter　con。
　　　figuration　in　space－time
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ・D2×…D2×・UD・×1・Dlx去一Y・
　　　　　　We　put　D1＋＝｛x∈ε1；κ2≧0｝，　then　1）1　U　1）1＋認1．　Then　we　have
　　　　　　……・・び・…es…cti・・げ∫’・（D1uD・＋）・去
　　　　　　　　　　　　　・　／・（・・UD・・）・垂・（DIUD1＋）・去一y　　　l
　　　　　　　　　　る　　　is　essential・thenωθ．‘an　conclude彦加‘there卿∫‘have　existedαcreation　and　annihila彦ion（ゾα
　　　P・i・t－d・fe・t－P・i・i・　th・m・di・m　D2，・r　・e・i・al・吻・・∫・9砂・t　i・吻・・伽・ωithi・　D・×孟
　　　　　　B）　The　ca8e　of　space・dimension　three．
　　　　　　In　this　case　we　can　considcr　two　possibilities　fbr　the　creation－annihilation　of
　　　defects．．First，　a　creation－annihilation　of　a　point－defect－pair，　fbrming　a　ring　defect　in
　　　・pace－tim6，・nd・ec・ndlly　a　crcati・n－annihil・ti・n・f・・i・g　d・fe・t，飴・mi・g・・u・fa、e
　　　defect　in　space－time。
　　　　　　This　time　we　consider　the　region
　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D3≡｛κ＝（κ1，X，，X、）；国≦1｝，
　　　settlng　anκ1κ2κ30rthogonal　coordinate　in　the　medium．　We　measure　the　order　para－
　　　rr｝eter　on　D3　at　time’＝O　and　l，　and　on∂1）3＝S2　at　O＜Kl．　At　the　time‘・＝1／2，　we
　　　considcr　tw6　cases，　that　is，　we　measure
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）1≡｛x＝（κ1，0，0）；Ixl≦1｝，　or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D2≡｛x＝（Xl，x，，0）；国≦1｝．
　　　　　　Thus　we　obtain　an　ordcr　parameter　con丘guration
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　　　　　’
　　　　　　　　・　／・D3×…D3×・UD3×1∈D・＋1×去一Y，・一・，1・
　　　　For　the　case　7＝0，　we　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）1＋≡｛炉（x、，x，，0）∈∂D2；κ，＞0｝，　　　　　　　　’
Then　1）1　U　D1＋fe　S2．　Wc　have
　　　　…一・・肋・・∫・・i・・呵∫・・（DIUD1＋）・去
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1（DIUD1・）・麦・（D・UD1＋）・麦一？y
is・∬・η砿彦h・n　we・an・…励伽励…徽・t・have・・i・’・d・6・eati・n　a・4・η痂漉…f．α
ring吻「ect　in彦乃θmedium　D3，・γeguivale吻αsurface　defe‘伽sPace・伽θωithin　D3　X孟・
　　　　For　the　case　r＝・1，　we　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D2＋≡｛x＝（κ1，x，，x、）∈∂D3；κ、≧0｝，
then　1）2　u　D2＋As　S2．　　　　　　　　．
　　　　Finaily　wc　havc，
　　　　…一・・ザ伽・∫〃・・ti・呵∫・’・（D・UD・＋）・去
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫1（・・UD・二・・麦・（D・UD・＋）・÷－y
is　e∬ential，　the　we　can　C・ncl・de　that　th〃e　mUS彦have　existed・a　C・・ation伽ゴ…ihila彦∫・・げa
力伽吻Ce‘t－Pair　in彦he　medium　D3，・7卿〃α1θ吻a　ring吻Cect・・in　sPace－time　zvithin　D3×孟
　　　§5．Proof　of　Theorems．
　　　　A）The　case　of　space・dimension　two．
　　　　Takingκ3　as　a　timc　coord量nate（κ3；O　when彦」1麦）ゴthe　obta量ned　order　parametcr
configuration　is　considcred，　after　small　def（）rmation，　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／：π2・’＝S2UD’→Y，
the　caseη＝2　and　r＝O　in§3（we　use　the　same　notation∫）．　We　puり。≒ヂ（0）∈Y．’、
　　　　From　the　assumption　of　Theoぞem　l，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫ID：UD1．：DIUD1＋→Y
is　essential，　this　mcans　by　3）of上emma　5　that　p＊（〃）≠O　inπ1（y，ノo）．　In　particular
wc　have　Z∫≠O　inκ02（y沙o），　hence　therc　are　defects　in　Int　1）3　by　l）of　Lemma　5．
　　　　The　defects　are　not　of　point　type　by　2）of　Lemma　5．　Thus　the　defects．are　ring
def¢cts，　proving　Theorem　l．　q．　E．　D．　　　　　　　　　　　　．
　　　B）　　The　case　of　space■delnension　three．　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　This　timc　wc　take　x4　as　the　time　coordinate（x‘＝O　when　t→）and　consider　the
case　n＝3　and　7＝0（r・＝1）fbr　Theorem　2（Theorem　3　respectively）．
　　　An　in　case　A），　wc　consider　the　ordcr　parametcr　configuration
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／：π3・州≡S3UD・＋1→y，　r＝0，1　　，
such　that
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫lD門UD・・且．：D「＋1UD「＋1＋→Y　　　　　　．
　　is　esscntial，　r＝0，1．
　　　　　By　l）of　Lemma　5，　there　must　exist　defects　in　Int　1）4．　In　both　cases　r＝0，1，　the
　　defects　are　not　of　point　type　by　2）and　3）in　Lemma　5．　To　specify　further　the　type
　　of　the　defects，　we　consider　as　fbllows．
　　　　　　In　the　case　r＝0（Theorcm　2），　wc　have　the　order　parameter　configuation　at　t量me
　　t＝｝（x4＝0）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1・一圭・π2・1≡S2uD1→Y・’
　　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　flD・UD・．，t－9・D1uD1＋→y
　　is　essential．
　　　　　　This　is　a　similar　situat三〇n　to　A）and　we　can　conclude　that　the　defects　in　Int　D3
　　are　ring　type．　Thus　in　this　case　wc　have　surface　defects　in　space・timc，　proving
　　Theorem　2．
　　　　　　F・・the　ca・e・－1（Th・・rem　3）・w・hav・th・9・d・・p・・am・ter　c・n丘9・・ati…t
　　time彦＝垂（x4＝0）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ft・一去・π2・2≡S2uD2→Y，
　　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／ID2UD2．，‘＝圭：D2UD2＋→y　　　　，　　　　　　　　　　　　畠
　　is　essetiaL　Since　f　is　defined　on　ll3・2≡…S3　U　l）2，　　　　　　　　　，　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫・D・∩D・一，・r垂・D2UD2－→y
　　三salso　essentia1，　where　1）2＿：｛x∈∂D3；κ3≦O｝．
　　　　　　Theref（）re　we　discern　two　point　defects　in　Int　1）3　at　time　t＝Hb，　so　they　fbrm　a
　　ring　defect　in　space　time．　This　proves　Theorem　3．　Q．　E．　D．
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